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1 Wichtiges

e Mitternachtsformel:

ar>+br+c=0
— 2 _
= Tyo = bi\/2l; 4ac

x I S I S
0° | 30° | 45° | 60° | 90°
sin(z) | 0 | % ? % 1
* | cos(a) || 1 @ ? 3 0
tan(z) | 0 | ¥ | 1 [ V3] oo
cot(z) || oo | V3| 1 @ 0
o sinz +cos?z =1
e Sinussatz: S = b 5 = 5o = 2r (r= Radius vom

Umbkreis)

e Cosinussatz: a® = b% + ¢ — 2bc - cos «

sin(2z) = 2sin(z) cos(z) =

1.1 Partialbruchzerlegung
e Gleichung;:

FS

_ B _C
z(1—22) = z 1-z 14z

e Beide Seiten mit Nenner multipliziren:// 1 = A(1—

2?) + B(x + 22) + C(z — 2?)

e Ausmultiplizieren:// 1 = A — Az? + Bx + Ba® +

Czx—Cx?=0

2 tan(z)
1+tan?(z)

o Koeffizientenvergleich:
Az? 4+ Bz?2 — C2?2 =022
Bx+Cx=0-x
a=1

o Aufslosen:

B=-C
—C-C-1=0
C=-1/2
B=1/2

2 Funktionen

f:A— B

surjektiv: Vbe B Jac A= f(a) =b

injektiv: f(z1) = f(z2) = o1 = 22

beides — bijektiv = umkehrbar = f~! wieder bijektiv

2.1 Stetigkeit

Vedo >0
sodass | f(x) — f(xo)| < e
Vo mit |z — x| < o
Zeige:

|f(x) = fzo)| < ...

< |z — x|

2.2 Zwischenwertsatz

Sei f stetig, f(x1) = a, f(x2) =b

— Jeder Wert auf dem Interval [a, b] wird angenommen.

Bsp:

Sei f(x) stetig und [0, 1] — [0, 1]

f(z) = z ist ein Fixpunkt

Sei h(x) = f(z) —x

h(0) = f(0)—0=0

h(1) = F(1) =1 <0

h stetig — dh. NST wird angenommen — 3 Fixpunkt =

2.3 Grenzwerte

f(a™) = f(a™) — fin a stetig

2.3.1 Bestimmen

e Kann ich einsetzen?
e ausmultiplizieren + kiirzen
e Bernoulli / de 'Hopital

e Potenzreihen / Taylor

2.3.2 Standard-Grenzwerte

L Linn
n

lim a» =en
n—oo
n . n_ —
dzZ = lim (@th)"=a® _ ppn—1
x h—0
x . xz+h _ _x . h_
dd%:hma - =¢* lim 2= = ¢*Ina.
v h—0 h—0
lim S22 — ]
z—0 T
2.3.3 Potenzreihen
e Trigonometrie:
) 2n+1 3 5 7
i _1\yn.= —p_ oz’ oz
ST = Zo( 1) Gyl =Tt Er T T
ne
2n41
_1)n .z
( 1) (2n+1)!
- n 3" z? z* 2
cosz = Y ()G =1-5+ 5 — &+
n=0
2n
n xr
(-1) Ty T
3 5 7 2%m. (22" 1)
_ x 2z 17x . .
tanz =+ 5 + 55 + F55 + -+ gy Ban
4L fir F <<}

o Wurzel:
Vitor=1+1o—fa?+ 1305 -+
fir-l1<z<1

Analysis I & I1



e Exponential:

e =exp(x) =

e Logarythmus:

In(14z) = Y (~1)k+1 22
k=1

= Tr —

w8,
4
el
|
NN
He

. Hyperbelfunktionen
2n+1
sinhz =z + % a + 2 El + % 7, + ..+ (2n+1). + .
coshz =1+ 5 + 77 + 5 6! +.o+ 5 Gy + o
tanho =z — g + % — 1371‘”57 + ..+
2l 4

92m, (22n _ 1)

HED) g B
fir 5F <z < §

2.3.4 Sonstige Tipps
T = % Inx

(=1+xInz + o(z?) bei limes x — 00)

2.4 Folgen
(... sind eine Liste von Punkten)

e beschrénkt: 35 so dass |a,| < nVn
Bsp: a,, = sin(5*) - —1<a, <1

e monoton wachsend / fallend:
<
Gp > Q17N

Bsp (fallend): a,, = In

e begrenzt: lim a,, existiert
n—oo

(n) <ln(n+1) =apt

2.5 Reihen

o0
Summe von Werten (> ay)
k=0

18

. % ist divergent

k=1

118

(—1)*ay, konvergiert falls aj, — 0

k=1

Absolut konvergent: falls > |ay| konvergiert
k=1

lap| <c- ¢

c>0

g<1

Vk > kg

Falls dies gilt — konvergent

absolut konvergent:
lar| < w5

c>0

d>0

Vk > kg

— siehe Potenzreihen

2.6 Potenzreihen

- k
> ak(x — 20)”
n=1

~ Funktion von z

f(0) = ao

Konvergenzradius:

|z| < ¢ — absolut konvergent
|z| < o — divergent

o= lim —’C‘ < 0o
k—oo | @k+
= lim {ag
5 k— o0
Nice to know:

f’(:c) _ k'n;cli*l

k2—k

lim vk =1

k—o0

wenn z < o

3 Differentialrechnung

Al/ _ f@)=f(zo0)

Differentialqiuotient: < pra——

#(z) = lim f(x)— f(ﬂfo)

T—To T—To

3.1 Ableitungsregeln

3.2

(f+g)
(A-f)
(fg) =

:f/+g/
=\ f
f'g+ fq

"= f'(gh) + fg'h + fgh'

(arccosz)’ =

(arctanz)’ =

=1+tan’zx

_1
1+z2
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3.3 Maxima/Minima
e Min/Max: [0,1] — min = 0, maz =1

o Inf/Sup: (0,1) = inf =0,sup =1
(Grenzwerte gehoren nicht mehr zum Bereich)

e globale Max/min: f’(z) 0
f(@):]a,b] = R
Kanditaten: f(xo), f(a), f(b)
— Rand nicht vergessen

3.4 Mittelwertsatz
— > Bilder

3.4.1 Monoton

f' >0 stetig monoton wachsend
f/ <0 stetig monoton fallend
— Bilder: See: konkav, Berg Konvex

3.5 Taylor
jnf(e) = z L0 —a)f = fla) + L@ — a) +
”(a) (z — a)2

D1e n-te Tylor-Entwicklung von f(z) an der Stelle a
f(@) =ji+ Ba(x)
(Fehler)

Rn(x) = (;L+1()T,)( —a)"™t 1€ [a,n]

3.6 Newton-Verfahren

— Bild!

f(zn) = (zn _'anrl)f/(xn)
Tn4+1 = Tp — j“((::;;

4 Differentialgleichungen

4.1 1.Ordnung
y = f(z,y)

Ordnung: Dimension des Losungsraumes

4.2 lin. hom. 1. Ordnung
"—p(x)-y=0

Yy —p

— y(x) = ceP®

P(z) = Stammfunktion von p(x)

Bsp:y' =2zy y(0) =4

y(z) = e AB:4 = ce® = ¢ = y(a) = 4e*

4.3 lin. 1. Ordnung mit inhomogenitat

y' =p(x) -y +q(z)
Ypart = Partikuldre Lsg der inh. DGL
Yhom = Homogene Lsg der inh. DGL

(o) - () = (°5)

Lésung: Y = Yhom + Ypart

4.4 Variation der Konstanten

Ypart () = C() - Yhom(x)

Ypart (€) = C'(2) - Ynom () + C(2) - Y},0p, () Bsp:
y = 2xy + 3z

Yp = c(x) - €”

Yp = d(z)e” + () - 2we®”

d(x)e”” + 2ze®” — 2we™ + 3z

d(z) = 3ze="

c=d-e *
.2 .2
' =—d 2ze™® — 3xe®
— =3
d= 3 .
clz) = Fe®

3 —z? z? 3
ypart - —356 e )
2
I —— +C-ex
Yalg 2
~ Yhom
Ypart

4.5 Separierbare DGL

y = g(@) - k(y)
2 = 9(x) - k(y)

(%) dy = g(z )dy

2=[g) Ky +C
auﬂosen nach y=
Oft wird eine DGL durch Substitution separierbar!
Bsp:
i =tx(l—2%) =2(0)=1/2
% —t(o — o)
dz =tdt
f —dr = [ tdt
—Partialbruchzerlegung
1 _1

f%+f1-f—1 —2':%t2 +C

Inz —%lnl—x— %lnl—kx: i 4

1lncv2
*O+
11 7d 62

1
ABI 1/4_d'1:§

Nach z auflosen:
et?

34et?

xr =

4.6 Lin. Hom. DGL,
KONSTANTE KOEFF.

Y™ +an 1y 4+ 4 agy =0

Ansatz: tiberfithrt DGL in algebr. Gleichung:
y(t) = e

y(n)( ) At — A\ .

)\n+an_1>\ +CLO =0

Yallg = Cle)‘lt + Cge)‘2t + ...+ CpeMt
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C;: frei wihlbare Koeff.(— ABs)
Falls mehere )\, identisch sind:

e)\kt’ t- 6/\kt, t2€)\kt

cos(wt), sin(wt)
doppelte NST

t?et

Bsp:

v +2y +y=0 AB:y(0)=1,4(0)=0

A2 4+2X0+1=0

A+1)2=0

y(t) = cre™t + cate™?

4.7 — mit inhom. Teil

Y™+ an 1y 4 agy = k(1)

Yallg = Yhom + Ypart

Yallg = C'16)\115 +...+ Cne)\nt + ypart(t)

Blatter-Script Seite 255
K(t) Ansatz fiir y,(t)
tr Ag+ At + ...+ A t"
b0+b1t+‘..+brtr,bi eR A0+A1t+...+ArtT
et Ao € C Aetot

A cos(wt) + Bsin(wt)
t(A cos(wt) + Bsin(wt))
(A() + At + A2t2>€_t

Allgemein: Ansatz von ,analoger Form” aber ,allgemei-

ner” wie K(t)

Alternative: , Variation der Konstanten”
Doppelte NST — mit ¢t multiplizieren

5 Integralrechnung

>—f
Bild!
G (k- ax) - f(ax)
5.1 Regeln
o [(i+f)=[fi+[f

e [af=aff
o [ f= ff—f—ff ,falls BN By #0
B1UB; By

/1 = Volumen von B

B
. L[f(x)dx < M -Vol(B) ae,gf(x)zf(e)-v()z(w
M > |f(x)]

e |Haupsatz: %f ft)dt = f(x)

b
e | Partielle Integration: [u-v =u-v|%

b
— [u'v
« o}

8o
®
8

—t=e", zln(t),%*%,dx:ldt
1at
= | H
—t=u 1dt—2uduu—\/1+t
:2f%- = 2udu
:2f 2
=2fui1 —
=2In(u—1) —In(u+1)
:2ln(Z+i)
Riicksubstitution:

. VIFi—1

=2In(y5ey) +C

_ V1+er—1
2111(\/?_’_1) +C

Wichtiges Bsp:

J sinh(z) - Sin( )dx

= cosh(z) sin(z) — [ cosh(z) - (cos(x)dx

= cosh(x) sm(:zc) — sinh(z) cos(z) — [ sinh(z) sin(z)dx

= 2 [ sinh(z) sin(z)dz = cosh( ) sin(z) — sinh(z) cos(x)
= [‘sinh(z) sin(x)dz = §(cosh(z) sin(x) — sinh(z) cos(x))

5.2 Konvergenzverhalten
O] < 55
— [ f(t) konvergent
@) = 5

— [ f(t) divergent

a > 1 ab gewissen ty Vt > g

b
lg(t)] < &% — B=1— [g(t) konvergent
0

|()|>ta—>ﬁ—1—>fg

— Abschitzen!

divergent

6 Mehrfache Integrale

b u2 v)

ffuvduA I ]

a u(v)

Wenn Flache Parametriesiert (zb. Kugelfldche):
ff($7y)dp“4 = fff(UﬂU) ! |J| dudv
B B

(u, v)dudv

6.1 Versch. Jakobi-Det.

¢ Kugelkoordinaten
Rsin ¢ cos
Z=uz(p,9) = Rcospcos?
Rsind
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8
Il

0

—Rsinpsind
—Rcos psind
Rcos?

’|J| = |7, x TH] :chosﬁ‘

Rcospcosd
. —Rsin pcos ¥

9

e Zylinderkoordinaten

rcose sing 0
J=|—-rsinp cosyp 0
0 0 1

’|J| :COSQQD-I-TSinng:T‘

7 Mehrdimensionale Diffrechnung

FiR" SR

Richtungsableitung: Dzf = lim {Eott8)—f(h
e

Partielle Ableitung;:

9

. P

Gradient: V = (%j) Zeigt in die Richtung des grossten
0z

Zuwachses.

Def(x0) =V f(wo) - €

7.1 Taylor (mehrdimensional)

) (50)

A~

fOC3 + A% )= f(ap+
+ Vf(£) A%+
—_——
1.0rdnung
1 [o°f o Pf, o OF 2
2. Ordnung

+ =]

——
3. Ordnung

K =

7.2 Minima & Maxima

Kritische Punkte: Vf =0
Hessematrix: H = (f” / my)
det(H) = frxfyy — gy
det > 0: positiv definit, lokales Minima
det < 0: negativ definit, lokales Maxima
- : indefinit, lok. Sattelpunkt
Min. Abstand zwischen Ebene z = zy + 1 und dem Null-
punkt (0,0,0).
d(z,y,z|0) = \/W
bei 2 +y2 + 2% die Ebene ,einsetzen”: f(z,y) = 2% +y> +
x2y? + 22y + 1
22
fz :2x+21:y2+2y;0
fy :2y+2yw2+2x;0

faoy = 42y + 2
fyy:2+2x2
S>cr=y

S dr+23 20 2=0
=2rz=y=0z=2y+1=1
Punkt: (0,0,1)

7.3 Implizit definierte Funktionen

L:={(z,y) € Rlg(z,y) = 0}
g—;‘y’ = 0 (Problematisch bei Kreisfiguren, etc)

tibliche Fragestellung: Definiert g(x,y) = 0 an der Stelle
y(a) = b eine Funktion?

1. z=a,y=0b, g(a,b)=0

of )
2. 8y’a,b 740

Man kann y’(z) ausrechnen ohne aufzulosen:

() = 2z
y' () ay |,

, weil Kurve 1 Vg
Y

7.4 Vektorfelder

—

Jedem Punkt wird ein Vektor angehangt. f(z,y, z)
Integral ,uber ein Vektorfeld entland des Weges :

(=@ [E@)
K y(t) |- | o) ] dt
2(t)) \2(t)

——

5
(K -7) — Skalarprodukt

B P(x(t),y(t), 2(t)
K= | Q(z(t),y(t),2(t)
R(xz(t),y(t), 2(t)

8 —

7.5 Gradientenfeld
K=-Vf
FRE=§-Vf=0

= f(a) = f(b) = 0,beia=b

7.6 Ebene: Green

f(% —%) dedy = ¢ (fdz+gdy)
s : as
rot K = Q. — Py

7.7 Fluss in 2D

b
J P(a(t),y(t), 2(t) - §(t) — Qx(t),y(t), 2(t)) - () dt

< K>

Analysis I & I1



g‘f?-ﬁds=f divK  dA

B _ .
V-R=P,+Q,+R.

div[?:ﬁ'f?:Px+Qy+rz

7.8 Fluss durch Flache (3D)

j[_{’ = <fu7 fv> dudv
B

. {fusfo)
normale: T
| T = (fus fo)

J B e [ 1) Vdude

[divFEdV = § F-dA
14 oV

7.9 Stokes
J Kds = frot[?wi@’
8s s

[0t K (fu, f») dudv
N——

Orietierung beachten!

)

Fluss durch Dreieck mit den Koordinaten
(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1):

. R, - Q. —x
rot K=|P,—R, | = | -2z
Qs — Ry z—1

1 -1 -1
g(/\,u):(O)—&—)\(l)—i-,u(O)
0 0 1
—1 —1
-1
0 1

1
(9n,9u) = | 1
1
A+ p=
r=1-A—p
y =
Z=
11—p —T 1
[ [ | —2= 1| d\du
00 \z-1 1
11—p 1 1—p
[ —4+3X+4dpdhdp = [ —4X+ SN + M| " dps
0 O 0
= Pt -l =3

8 Vektorrechnung

8.1 Kreuzprodukt

ai
a2
as

)

bl a2b3 — b2a3
b2 = a3b1 — a1b3
C3 a1b2 — a261

8.2 Skalarprodukt

ai
a2
as

)

C3

ay by
=(|az]|,|b2])=aibs + azbs + asbs
as C3

8.3 Norm
ai
as|| = a3 + a2+ a3
as

8.4 Normalenvektor

2 Vektoren in einer Ebene: a, b
1

n=axb-

@ % b
N——

Normierung

8.5 DPotentialfeld

Vist ein Potentialfeld < rot V =0

Potential: Vi = 1%

 ist ein Skalarfeld. Wenn dieses abgeleitet wird erhalt
man immer ein Vektorfeld. Aber: Nicht jedes Vektorfeld
hat ein Potentialfeld.

8.6 Linienintegral

8.7 Rotation
P R, - Q.
rot K=rtot | Q| = P,— R,
R Q. — Py
8.8 Divergenz

Lo (%) (F
R
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8.9 Normale auf Ellipsoid

acos v cos
Ellipsoid: F'(9, ) = | bcos¥singp

csind
asinvcosp —acos¥siny
0F = | —bsindsingp bcosdcosp
ccosv 0
—bccos? 1 cos ¢ be g
ii=Fyx F,= | —accos®*¥sinp | = —cos?- | 4 -y
—abcos¥sin g b—: -z

Alternativ: Ellipsoid gegeben als f : R® — R
(z,y,2) — i—i + %j + %2 Ellipsoid ist Niveaufldche von f
zum Niveau 1. V f Lt
2z /a®
Vf=|2y/p?
2z/c?
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