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1 Klassifizierung von PDEs

Die Ordnung einer PDE ist als die hochste auftretende
Ableitung definiert.
Typen von PDEs:

1.1 Einteilung der PDEs

e lineare PDE: Jeder Summand enthélt u oder parti-
elle Ableitungen von .
Bsp: % =a? A u,aus +buy =0
Bsp: y - Uz + 22y - uyy +u =1

e quasilineare PDE: Die koeffizienten von u oder
von den partiellen Ableitungen von « hédngen von
unabhéingigen Variablen oder von u ab, jedoch

nicht von partiellen ableitungen von w.
Bsp: y - Uge + 27U - Uyy +u = siny

° general form of linear PDEs of 2nd order:

ZAH ulhﬁj—}—ZB Uy, + Fru=G
3,j=1

e A PDE is homogenous if G = 0
e Nichtlineare PDEs: Alle tibrigen PDEs

1.2 Einteilung der Rand- und Nebenbedin-
gungen
Analog unterscheidet man homogene lineare, inhomoge-

ne lineare und nichtlineare Anfangs- und Randbedingun-
gen.

o Dirichlet-Randdaten: Vorgabe von Werten auf dem
Rand

¢ Neumann-Randdaten: Vorgabe der Normalenablei-
tung

1.3 Klassifikation von lin. PDEs 2. Ordnung
Allgemeine Form einer linearen PDE 2. Ordnung:

n
Z a”af;ﬂc + Zbiad—;—l—cuzo
,j=1 i=1

mit symmetrischen Koeffizienten a;; = a;;

(Symmetrisierung: a;; = 1 (a;; + a;;))
ail ce A1n

M = Klassifizierung: — Eigenwerte

anl .- - Ann
A; bestimmen:

e elliptisch: \; > 0Vi oder A, < 0V:
Bsp: A u = 0 (Laplace-Gleichung)
Bsp: A u = f (Poisson-Gleichung)

e hyperbolisch: Alle )\; # 0 und nicht alle ); das sel-
be Vorzeichen
Bsp: uy = ¢® A u (Wellengleichung)

e parabolisch: \; = 0 fiir exakt ein i und der Eigen-
vektor ¥; muss so sein dass v; - B #0

By
B= ¢ | Vektor der Terme erster Ordnung

By,
und alle Eigenwerte miissen das selbe Vorzeichen
haben.

Bsp: u; = a? A u (Warmeleitungsgleichung)

o Alles andere: underterminate

1.4 PDEs mit 2 Variablen

AUy + bUyy + VUyy + dug +euy + fu =0

e b? — dac < 0 = elliptic
e > — dac > 0 = hyperbolic
e b? — 4ac = 0 and 2cd # be = parabolic

e otherwise: degenerate

2 Losungsmethoden fiir PDEs

2.1 Separation/ Trennung der Variablen

Ut = Ugy
We say: u(z,t) = X (z) - T'(t)(Separation)
= X(@)T'(1) = X" ()T (1)
)§( = konst. =k

:> T = kT
T(t) — kt
and the same forX (z)
= X"=kX
depending on k we get 3 cases
k=0= X(x)=Axz+ B
k=w?= X(z) = Ae*® + Be ™7
k= —w? = X(r) = Asin(wz) + B cos(wz)
Laplacegleichung:
M=X"YZ+XY'"Z+XYZ"=0

X// Y/I Z//
Tty Ty =0esatfty=0
< N S~

F(z) G(y) H(2)
Flz)=a
Weil: L (F(z) + G(y) + H(z) = £ F(z) =0
Integrieren: = F(z) = a = const.
So erhalten wir 3 Unabh. ODE

&

e Zum losen der ODE mit homogenen RB beginnnen

e Fallunterscheidung fiir die Konst. (< 0, = 0,> 0)
= die Triviale Losung v = 0 interessiert uns nicht.
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2.2 Separation bei Inhomogenititen
2.2.1 Superposition & Fourrierreihe:
e Problem:
up = a%ugy + b

u(0,t) = u(L,t)) =0
u(x,0) = sin(7F

e 1. Schritt: u*(z) bestimmen (Lsg. zum Randwert-

problem):
a*uf, +b=0
u(0) =0
u(L)=0
Dh. u*(z) = —52%(z — L)z So dass beide Randbe-

dingungen erfiillt sind.

e Nun setzen wir: v(z,t) = u(z,t) — u*(z) und erhal-
ten folgendes Gleichungssystem
v = up = a?(vpr +ul,) + b= a%v.,
v(0,t) = v(L,t)) =0
v(x,0) = sin(%*
Wir kénnen nun separieren. = 77(t) = CT(t) und
a’X"(x) = CX ()
Wie gewohnt 3 falle:
C=0:..
C>0:..
C =—X\% X(z) = Ay sin(22) + Ay cos(2 )
e mit Randbedingungen A; und A, bestimmen.
Merken dass A = \,, = “7%
Bei X (x) und T'(¢) einsetzen.

o(@t) =TOX(H) = 3 Apem ) b sin(n )

Um A, zu bestimmen erweitern wir u* 2L-
persiodisch (je nach sin oder cos miissen wir gerade
oder ungerade erweitern) zu @*(x). So konnen wir
nun die A,, als Fourrierkoeefizienten berrechnen:

L
A, = [ a*(x)sin(*Fx)de

Resultat bei u(z,t) = v(z,t) + u*(z) einsetzen.

2.2.2 Superpoistion II

Bei komplizierteren Problemen ist es manchmal nicht
moglich alle RB , gleichzeitig” zu erfiillen. Es ist manch-
mal hilfreich das Problem zu unterteilen.

Beispiel:
Au=0 |z € (0,a),y € (0,b)
u(r,0) = u(0,y) =0 |z € 0,1,y € [0,0] ~
u(z,b) = 3sin(2Ez) |z € [0,q] Da wir

u(a,y) = 5sin(3ly) |y € [0,0]

eine lineare PDE haben benutzen wir folgenden Ansatz:
u(z,y) = v(z,y) + w(z,y)
Wir erhalten folgende Gleichungen:

Av=0

v(z,0) =v(0,y) =0
v(a, y) =0

v(z,b) = 3sin(¥x)

und

Aw =0

w(z,0) =w(0,y) =0
w(a,y) = 5sin(¥y)
w(xz,b) =0

Einzeln lassen sich die Probleme einfach 16sen, und dank
Superpoistion erhalten wir unsere Losung.
Beisppiele fiir Superpositionen:

2.2.3 3. Technik

Inhomogenes Problem mit allen(zuvielen) inhomogenen
RB, oder AB, welche unabhéngig von Variablen (Kon-

stanten) sind.
= Uberlagerung mit anderer Funktion, so, dass sich die
Bedingungen zzu null summieren. Beispiel: Warmelei-
tungsgleichung in Wand
Uy = Dy, z € (0,L),t>0 (3)
{ Uz (0,t) = up,w(L, T) =ur t>0 (4)
u(z,0) = f(x) (5)
Suche Losung der Form w(z, t) = u(z,t) — v(z, t)
v(z, t) muss folgende Bedingungen erfiillen (3), (4)
Vgz = 0;0(0) = uo; v(L) = ur, ,Steady State”
w(x,t) muss demnach folgende Bedingungen erfiillen:

Wy = Dy,

w(0,t) = 0,w(L,t) =0

w(z,0) = f(z) —v(z)
Dieses Problem kann vergleichsweise einfach geltst wer-
den.

2.3 Methode der Charakteristiken

Dient zu Losung einer quasilinearen PDE 1. Ordnung
der Form:

(Da(z,y, w)u, + b(z,y, w)uy, = c(z,y,u) & Nebenbedin-
gung: u(z,0) = g(x) (oder dhnlich)

Eine Losung u(z,y) kann als Fliche Z = u(x,y) im
R? aufgefasst werden. Gleichung der Integralfliche

o(r,y,2) ru(fz,y) —2=0

Ug
Flachennormale 77 = ﬁga = uy)
-1
a
Wegen (1) gilt: 7 - [ b | = aug +buy —c=0
C
a
= Vektor | b | istin jedem Punkt tangential zur Inegral-
c
flache.
Charakteristik: Kurve v: R — R3: ¢t — () fiir die gilt:
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P\ fa( @)\ [ale(t) (), 2(2)
W) =9 | = o0v(®) | = | bz(t), y(2), 2(1))
z c(v(t)) c(x(t),y(t), 2(1))
Falls eine Charakteristik einen Punkt mit der Integral-
flache gemeinsam hat, so liegt sie komplett in dieser.
Wir wissen nun wie die Charakteristiken aussehen. Nun
passen wir sie den gegebenen Bedingungen an.
Wir parametrisieren die gegebenen Randdaten
als Kurve I'(s) = (z(s),y(s),z(s)). Anschlies-
send miissenwir in dem von uns erhaltenen Glei-
chungssystem die Parameter s und ¢ eliminieren.

Y
Y
Y

Kurz: a(z,y, 2)u, + b(z, y, 2)u, = c(x,y, 2)

1. Aufstellen der charakteristischen Gleichungen

2. Parametrisieren der Randdaten

3. Losen des sich ergebenden Gleichungssystems und
Elimination dr Parameter

2.3.1 Vorgehen:

1. Bilde Charakteristisches DGL-System:
#(r) = a(z, y, u)
y(r) = bz, y,u)
w(r) = ez, y,u)

2. Differentialgleichungssystem l6sen
3. Alle Konstanten in Abhdngigkeit von s setzen
4. Nebenbedingungen erfiillen
z(0,s) = s
y(0,s) =0
u(0,5) = g(s)
(Den Nebenbedingungen anpassen)

5. z und y nach r und s auflésen und bei u einsetzen.

= nach v auflésen

2.3.2 Zeichnen der Charakteristiken

e Projektion auf z-y-Ebene: Charakterisiken in Para-

meterform <x) = < t )
Y at+0b

e Durch Anpassen der Ranbed. fixiert man die Cha-

rakteristiken an der Randkurve. zb. u(z,0) = e~

2.3.3 Example
{ TUg +uty —u =0

u(z,0)x?

z(r) = d—f = z(r) (ODE)
y(r) = g, = u(r) (ODE)
u(r) = §¢ = u(r) (ODE)

=1z =Ae" und u = Ce"
=>y=[u=Ce +B

BC:
2(0,8) = s
y(oﬂ 5) =0
u(0,5) = 52

Nun nach s und r auflésen und bei u(r, s) einsetzen so
dass wir u(z, y) erhalten. = u(z,y) = 12%[1+ /1 — fZ]

2.4 Wirmeleitungsgleichung

Form: 2% = u; = D A u = Dug, mit D = % > 0 Tempe-
raturleitfahigkeit

Three important properties:

e Maximum principle: The max of u is either earlier
in time or at the boundry of the region

o The temperature tends to be smooth

e A solution converges to a stationary one (unless
there is an outside source)

Vorgehen:

e Basislosungen finden (Trennung der Variablen)
Bei inhomogenen PDEs zuerst stationdre Losung
u*(z) finden und mit u*(x) + v(x, t) fortfahren

o Auflosen der ODEs (Fallunterscheidung, £ < 0,
k > 0, k = 0, vorallem Sin- / Cos-Losungen sind
interessant)

e Superposition der Basislosungen um inhomogene
Bedingungen zu erfiillen (— Fourierreihen)

Mogliche Bedingungen:
e Wirmeleitungsgleichungen
e Periodizitdtsbedingungen
e Anfangsbedingungen

e Randbedingungen

2.5 Laplace- /Potentialgleichungen

A u = 0 Die Randbedingungen definieren die Art der
Gleichung:

Dirichlet-Problem: { u(z) = f(x) Vo€ oG
Au=0 inG
Neumann-Problem: { g% (z) = g(z) Vz €

9u = p - gradu Ist die Normalenableitung (zeigt vom

Rand von G ins Innere) Losbarkeit

D Ist der Rand JG sowie die Randfunktion f(z)
geniigend glatt, so besitzt das Dirichlet-Problem ei-
ne eindeutige Losung (nach dem Maximumsprin-

zip)

N Beim Neumann-Problem ist die Existenz einer Losung
an eine zusétzliche Bedingung gekniipft: Fiir die
Randfunktion g(z) muss gelten [ g(z)do = 0 Zu-

5G

dem gibt es mehrere Losungen. Wenn u(z) eine
Losung ist, so ist auch u(x) + ¢ eine Losung.

Vorgehen:

e Basislosungen finden (Trennung der Variablen)
Bei inhomogenen PDEs zuerst stationdre Losung
u*(x) finden und mit u*(x) + v(x, t) fortfahren
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e Auflésen der ODEs (Fallunterscheidung, £ < 0,
k > 0, k = 0, vorallem Sin- / Cos-Losungen sind
interessant)

e Superposition der Basislosungen um inhomogene
Bedingungen zu erftillen (— Fourierreihen)

2.5.1 Mittelwertsatz harmonischer Funktionen

Ist G eine Kreisscheibe mit Radius p im Definitionsbe-
reich einer harmonischen Funktion u, so ist der Funk-

tionswert u(zo,yo) im Zentrum (xo,y0) von G gleich
27

dem Mittelwert von u auf 0G : u(zo,y0) = 5= [ u(wo +
0

pcost,yo + psint)dt

2.5.2 Maximumsprinzip

Nimmt eine harmonische Funktion v im Innern ihres
zusammenhingenden Definitionsbereiches G ein Maxi-
mum an, so ist u eine Konstante.

2.5.3 Dirichlet-Problem fiir Kreis / Poisson Kernel

{ Au=0 im Kreis-innern
u(R,¢) = flp) Vo
A U= Upp + %uT + T%ugpgo

Set u(r, ¢) = F(r)G(p) (Separation)
= rzF/I;—O—F’ — _G"” =k = in
Fallunterscheidungen: k = —w?, k = 0 und k = w?.

Fiir £ = w? erhalten wir eine sinnvolle Losung mithilfe
des Poisson-Kernels:
R2_p2

PR(?", - (P) = RZ—2Rrcos(t—p)+r2
2
@) =5 bf ft)

Remark: Pr(0,t —
2

R2_2
R2—2Rr cos(t—¢p)+r2 dt

p)=1

u(o, ) = 5 [ f(t)dt (Der Wert von u im Ursprung ist
0

gleich dem Durchschnitt der Werte von f(¢).

2.5.4 Dirichlet-problem for an annulus

Au=0 im Kreis-innern
u(p1,¢) =g(p) Vo

u(p2, ©) = f(e) Vo
Separate as usual

for the case: k = w? we get:
u(r,p) = (Cr¥ + Dr=*)(Acos(wp) + Bsin(we))
Use bdry.cond. to determine A, B, C' and D.

2.6 Poisson-Gleichung

Au=f:=A4mp

u=gq auf 0G
Meist 16sbar mit Greenscher Funktion
Vorgehen:
e Finde partikuldre Losung ug (A ug = f := 4mp)
.. Av=20
° Setzeu—uo+vundlose{ v=g—uy aufdG

2.7 Greensche Funktion

Eine Funktion G(z,y) : B\{y} — R heisst Greensche
Funktion (des Laplace-Operators) beziiglich des Gebietes
B C R” falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

e Furalley € B gilt: lir_r>1 G(z,y) = 0Furalle z € 0G

e Firalley € B gilt: A G(z,y) = §(y)

(Erinnerung: O¢(z) = {(1) T Z
xr =

gebenes Gebiet B eine Greensche Funktion gefunden,
so hat man damit automatisch das folgende Dirichlet-

Problem gelost: { w=0 auf 8B

Die Losung ist gegeben durch: u(x f fly

) Hat man fiir ein ge-

2.71 Ex: Green & Heat Eq.

Up — Uge = F(2,t)
u(z,0=10
w(0,t =0=wu(L,t)
By def. the Green’s function G(z, t,y, s) satisfies the pro-
blem:
Gi—GxX=6(x—y,t—s)=08x—y)o(t—s)
G(x7 03 y? 0) = O
G(0,t,y,s) =0=G(L,t,y,s)
First we solve the inhom. problem with separation:

UVt — Vg = 0
v(0,t) =0 = v(L,t)
= v(x,t) = ) b,sin("Fre —(nm/L)? t)
n>1
With use the following Ansatz:
G(z,t,y,8) = Y bu(t,y,s)sin(2FLe —(nm/L)%t)
n>1
We need to determine b,,. We do this we expand the in-
homogeneous term of our problem as follows:
5z — ot —5) = ¥ calt,y, s) sin(2pze—(nm/D)t)
n>1
L
Cn(taya S) = %fo (5(3j
s) sin(“7¥)

This gives as a new ODE. The solution is:

6(t — s)sin(ZE)de = 25(t —

b(ty,s) = e /Dy (0,y,s) + ZH(t -
s) b1n(”2”)e(mf/L) (s—t)
With the bdry.cond. we get:
G(z,t,y,s) = %H(t*S) > sin(2E) sin(*FY )e (nm/L)?(s—t)
n>1
0 ,2<0 .
H(z) = { 1 250 (Heaviside)

2.8 Wellengleichung

Allgemeine homogene Wellengleichung:

Uty = A Au

Ut = gy

Anfangsbedingungen: u(z,0) = f(z) (initial displace-
ment)
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w(x,0) = g(x) (initial velocity)

2.8.1 d’Alembert Solution

Wenn folgende Bedingungen erfiillt sind darf die Metho-
de von d’Alembert angewandt werden:

e endliches Intervall L
e homogene Dirichlet-Randbedingungen

¢ Randbedingungen ungerade, 2L-Persiodisch forge-
setzt

Uy =% A u inG
{ u(z,0) = f(x)
ui(z,0) = g(x)
Loésung nach d’Alembert: (1-dim.)
u(z,t) = d(x + ct) + Y(x — ct)
mit AB:
¢(z) = 3 f(z) + g%fo T)dT + 5
¥(z) = 3f(z) = 5; 5, 9(r)dr — §
= u(z,t) = 1(f(z + ct) + f(z—ct)) + o fﬁ_ct
(vereinf. zo = 0, K = 0)

1L g=0=u(z,t)=1(f(z+ct)+ f(z — ct))
Die Losung besteht aus der Superposition einer
nach links und einer nach rechts laufenden Welle.

2. f=0= u(x t) = %ff*jj (s)ds = L[G(z + ct) —
Gz —et)| mit G(x) = §7 g(r)dr

Auch im Allgemeinen Fall brauchen wir zur Bestim-
mung von u(xo, tp) nur die Funktionswerte im Interval
[zo — cto, zo + ctp] zu kennen um die Losung vollstindig
zu bestimmen.

Innerhalb dieses Kegels sind
alle Losungen vollstindig
durch die Funktionswerte im

Intervall [z — cto, 2o + cto] be-
stimmt.
Saite mit einem fixierten Ende (RB: u(0,¢) = 0)
Fiir ¢ > ct ist dies dieselbe Losung wie ohne RB, fiir x;ct
ergibt sich:

u(0,t) = ¢(ct) + psi(—ct) =0
—(ct) = p(—ct) "Bz — ct) = —¢(ct — z)

Somit haben wir eine volstdndige Losung:

u(z,t) = ¢plx +ct) + (z —ct) firz > ct
u(z,t) = ¢z +ct) — Pplet —z) fur z < ct
Existenz:

o u(z,t) 2 mal stetig diffbar
e f(z)2mal, g(z) einmal stetig diffbar

e Vertraglichkeitsbedingungen: Wenn «(0,¢) = 0 und
u(, 0) = f() “S u(0,0) = £(0)

2.8.2 Die Schwingungsgleichung

Falls die Bedingungen fiir d’Alembert nicht erfiillt sind,
nimmt man den Seperationsansatz: u(z,t) = X (z)T(t).
Daraus folgt die Schwingungsgleichung oder Helmholtz-
gleichung A U 4+ AU = 0 mit A := “;—22 >0
Basislosung fiir eine stehende Welle:
U () (A cos(wt) + Bsin(wt))

Vorgehen:

uy(z,t) =

e Basislosungen finden (Trennung der Variablen)
Bei inhomogenen PDEs zuerst stationdre Losung
u*(x) finden und mit u*(x) + v(x,t) fortfahren

o Auflosen der ODEs (Fallunterscheidung, £ < 0,
k > 0, k = 0, vorallem Sin- / Cos-Losungen sind
interessant)

e Superposition der Basislosungen um inhomogene
Bedingungen zu erfiillen (— Fourierreihen)
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3 Wichtiges 3.2 Trigonometrische Summen 3.6 Riumliche geom. Korper
e Mitternachtsformel: e sin(alpha) + sin(B) = 251n(a+ﬁ) COS(#) Korper Oberflache A Volumen V'
ar® +br+c=0 . 0By i (a=f Wiirfel a = 6a’ V=d
= T2 = 7_&‘/2@ * sin(alpha) = sin(B) = 2 cos(57) sin(557) Quader A =2(ab+ bc = ac) V =abc
e cos(alpha) + cos(B) = 2 cos(*42) cos(252) Pyramide V=34h
X O] § | 315§ | 3 Reg. Tetraeder | A = a?\/3 — ¥243
6 4 3 2 . a e eg. letraeder a“v3 V a
0° 30° 45° 60° 90° ° COb(CLlphCL) — COb( ) —2 Sln(%) SIH(T) thnder A= 27('7”(7” i h) vV = 7%?’2h,
sin(z) | 0| L | 2] L] 1 ) ) Kegel A=7r(r+vr2+h?) | V =ixr?h
* | cos(z) | 1 § g 1 0 3.3 Trigonometrische Produkte Kugel A — 412 V=473
tan(z) || 0 ? 1 | V3] e sin(a)sin(B8) = 1[— cos(a + B) + cos(a — B)]
cot(z) || oo 311 % 0 . 1rs .
e sin(a) cos(B) = 3[sin(a + B) + sin(a — )] 3.7 Grenzwerte
2
e sin®z +cos’z =1 o cos(a) cos(B) = glcos(a + B) + cos(a — B)] 3.71 Standard-Grenzwerte
e Sinussatz: =2 = 2r (r= Radius vom . . .. im qn = en
g = smB s ( 3.4 Hyperbolische Funktionen & Identititen Jm ar =e
Umbkreis) da™ . (afh)"—a
1/ 5 o—x & = lim =nan!
) e cosh(z) = 5(e” +e77) dz 150
e Cosinussatz: a? = b2 + ¢ — 2bc - cos « da® _ i 2770 _ oo i @21 — gt g
e sinh(z) = 1(e” —e®) de S0 R T h
e Gerade Funktion sin(z) = —sin(—z lim S22 — 1,
(@) (==) e arsinh(z) = In(z + V22 4+ 1) =0
¢ Ungerade Funktion cos(z) = cos(—x) o arcosh(z) = In(z + V22 — 1)
) 3.7.2 Potenzreihen
31 Tri trische Identitit e cosh?(z) —sinh®(z) = 1
. rigonometrische entitaten ; foe
e sinh(a £ ) = sinh(a) cosh(S) £ cosh(«) sinh(3) * Trlgonorilcetrle. . , ) .
i = 9si — _2tan(z) inz = ettt a® e e
e sin(2z) = 2sin(z) cos(z) Trtan®(2) e cosh(a £ B) = cosh(a) cosh(B) + sin(a) sinh(3) sinz n2=30( ) Gyt =L~ 5t i R
2+l
e cos(2z) = cos?(z) — sin*(a) e sinh(2a) = 2sinh(«) cosh(a) (=1 (2n+1)!
S (Clpat o2y et et
o sin’(a) = 1(3sin(a) — sin(3a)) e cosh(2a) = cosh?(a) + sinh?(a) cosT = ngo(—l) @y =1+t rt..+
3 1 .. (=" % *
e cos’(a) = (3 cos(a) — cos(3a)) 3.5 Ebene Korper 5 o5yl R C))
e tan(a) = ELI;EZ)) Korper Umfang U Fliic2he A Tl fir F<<a<d
Gleichs.3eck | = 3a =a¥3
e sin(a £ 8) = sin(«a) cos(f) £ cos(a) sin(S) Kreis =27r = 7r? o Wurzel:
. . Kreissektor | = 2r + 7y =2rp Vito=1+1e- Lo +5120% -+,
e cos(a =+ f3) = cos(a) cos(B) F sin(«) sin(B) Kreissegm. | — rp + 2rsin(%) | = %7"2(@ ~sin(y)) fiir—1 <z < 1
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e Exponential:

e =exp(x) =

e Logarythmus:

In(14z) = Y (~1)k+1 22
k=1

= Tr —

w8,
4
el
|
NN
He

. Hyperbelfunktionen
2n+1
sinhz =z + % a + 2 El + % 7, + ..+ (2n+1). + .
coshz =1+ 5 + 77 + 5 6! +.o+ 5 Gy + o
tanho =z — g + % — 1371‘”57 + ..+
2l 4

92m, (22n _ 1)

HED) g B
fir 5F <z < §

3.7.3 Sonstige Tipps
T = % Inx

(=1+xInz + o(z?) bei limes x — 00)

3.8 Folgen
(... sind eine Liste von Punkten)

e beschrénkt: 35 so dass |a,| < nVn
Bsp: a,, = sin(5*) - —1<a, <1

e monoton wachsend / fallend:
<
Gp > Q17N

Bsp (fallend): a,, = In

e begrenzt: lim a,, existiert
n—oo

(n) <ln(n+1) =apt

3.9 Reihen

o0
Summe von Werten (> ay)
k=0

18

. % ist divergent

k=1

118

(—1)*ay, konvergiert falls aj, — 0

k=1

Absolut konvergent: falls > |ay| konvergiert
k=1

lap| <c- ¢

c>0

g<1

Vk > kg

Falls dies gilt — konvergent

absolut konvergent:
lar| < w5

c>0

d>0

Vk > kg

— siehe Potenzreihen

3.10 Potenzreihen

- k
> ak(x — 20)”
n=1

~ Funktion von z

f(0) = ao

Konvergenzradius:

|z| < ¢ — absolut konvergent
|z| < o — divergent

o= lim —’C‘ < 0o
k—oo | @k+
= lim {ag
5 k— o0
Nice to know:

f’(:c) _ k'n;cli*l

k2—k

lim vk =1

k—o0

wenn z < o

4 Differentialrechnung

Al/ _ f@)=f(zo0)

Differentialqiuotient: < pra——

#(z) = lim f(x)— f(ﬂfo)

T—To T—To

41 Ableitungsregeln

4.2

(f+g)
(A-f)
(fg) =

:f/+g/
=\ f
f'g+ fq

"= f'(gh) + fg'h + fgh'

(arccosz)’ =

(arctanz)’ =

=1+tan’zx

_1
1+z2
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4.3 Taylor

. 2 f R (a '(a
i@ = X It - ot = f@+ e -a +
=0
! 2(!11) ( T — a)2
Die n-te Tylor-Entwicklung von f(x) an der Stelle a
f(@) =ji+ Rn(z)
(Fehler)

n—1 T .
Rn(z) = f(nﬂ()!) (x—a)"™ 7€ a,x]

4.4 Mehrdimensionale Diffrechnung

f:R*"—=R
Richtungsableitung: Dzf = lim w
—

Partielle Ableitung:
9

o ]
Gradient: V = (81) Zeigt in die Richtung des grossten
Zuwachses.

Dzf(wo) = V(o) - €

4.4.1 Taylor (mehrdimensional)

X0 AT

Yo Ay

A~ =
fCx + A )= flap+
+ Vf(€p) AE+
——

1.0rdnung
L[2f o Of o Of 2
2. Ordnung
1
+ gl
——
3. Ordnung

5 Differentialgleichungen

51 1.Ordnung

Yy =f(z,y)
Ordnung: Dimension des Losungsraumes

5.2 lin. hom. 1. Ordnung

y —px)-y=0

— y(x) = ceP®

P(z) = Stammfunktion von p(x)

Bsp:y' =2zy y(0) =4

y(z) = e AB:4 = ce® = ¢ = y(a) = 4e*

5.3 lin. 1. Ordnung mit inhomogenitit

y' =p(x) -y +q(z)

Ypart = Partikuldre Lsg der inh. DGL

Yhom = Homogene Lsg der inh. DGL
y}’)a'r‘t _ Ypart | _ (J(l'))

<y;wm> p(x) (yhom> < 0

Lésung: Y = Yhom + Ypart

5.4 Variation der Konstanten

Ypart () = C() - Yhom(x)
Ypart (€) = C'(2) - Ynom () + C(2) - Y},0p, () Bsp:
y = 2xy + 3z
I2
Yp = c(z) - € ,
Yy, = ' (v)e” +c(z) - 2xe”
d(x)e”” + 2ze®” — 2we™ + 3z
d(z) = 3ze="

c=d-e *
2 _
' =—d 2ze™® — 3xe®
— =3
d= 3 .
clz) = Fe®

_ 3 —z? z? 3
ypart - —356 e )
2
g=—=+C- ex
Yalg 2
~ Yhom
Ypart

5.5 Separierbare DGL

%/ =g(x) - k(y)
= =g(x) k(y)
Ty = 9(x)dy

= [g(x) k(y) +C
auflésen nach y = ...
Oft wird eine DGL durch Substitution separierbar!
Bsp:
i =trx(l—2%) z(0)=1/2
f%l =t(x —23)
—dr =tdt
[ mda = [tdt
—Partialbruchzerlegung
1 _1
f%"’f 1ix+f1—21- :%tQ +C
Inz —ilml-z—1ilhl+z=1% +C

%lnx2

17, 2> £
sinit =0+ 3
2 t2

22 2
1.1:27d’62

RV
AB: M =d 1=

Nach z auflosen:
et?
3+et?

xr =

5.6 Lin. Hom. DGL,
KONSTANTE KOEFF.

Y™ +an 1y 4+ 4 agy =0

Ansatz: tiberfithrt DGL in algebr. Gleichung:
y(t) = e

y(n)(t) = \ler = \n. y

AV, N 4+ag=0

Yaig = CreMt + Coe?2t + .. 4 Cpent

Analysis I & I1



C;: frei wihlbare Koeff.(— ABs) e [ f=[r+ f f falls BiN By #0 Wichtiges Bsp:
Falls mehere )\ identisch sind: B1UB: B J sinh(z) - sin( )dx
et 1. ekt $2eAkt o [ 1= Volumen von B = cosh(z) sin(z fcosh - (cos(z)dx
Bsp: B = cosh(x) sm(x) — sinh(z) cos(x) — [ sinh(z) sin(z)dx
y'+2y+y=0 AB:y(0)=1,4/(0)=0 = 2 [ sinh(z) sin(z)dz = cosh( )sin(z) — sinh(z) cos(x)
A2 4+ 2/\2—|— 1=0 . ‘ff(x)dx <M -Vol(B) 3e, [ f(x)= f(e)-Vol(b) = [‘sinh(z) sin(x)dz = §(cosh(z) sin(x) — sinh(z) cos(x))
(A+1)°=0 B B
— o -1 M >
y(t) = cre™ + cate = |f(@) 6.2 Konvergenzverhalten
5.7 —s mitinhom. Teil e | Haupsatz: % Z[ ft)dt = f(x) |f(t )\ <& a>1labgewissenty Vt >t
— t) konvergent
Y™+ an 1y 4 agy = k(1) b af 1®) &
Yallg = yhon;\ ": Ypart - ° ff(t)dt = F(b) — F(a) = F(t) Z |f(t)‘ > t%
Yaltg = Cr1e™M" + ...+ Cre™" + ypare(t) a ® .
Blatter-Script Seite 255 ) - af f(t) divergent
K(t) Ansatz fir y,(t) ./ Flay @ = In(f (@) b
P < £ =1
o Aot Ayttt A . lgt)] < & — B — E)/‘g(tf) konvergent
bo+bit+...+bt",b; ER Ao+ At + ...+ Apt" o [ Z-+2%-dr = 0 —»Gerade / Ungerade Funktionen! b
Mt Ny € C AeHot -2 lgt)|> & = B=1— fg divergent
cos(wt), sin(wt) A cos(wt) + B sin(wt) b b 3y Abschitzen!
doppelte NST t(A cos(wt) + Bsin(wt)) e | Partielle Integration: [u-v' =u-v[% — [u'v
t?e? (AO + At + A2t2)€_t a a
Allgemein: Ansatz von ,analoger Form” aber ,allgemei- — 7 Mehrfache Integrale
i  [Substitution: (Bsp)
ner” wie K(t) )
Alternative: , Variation der Konstanten” b b uz(v
Doppelte NST — mit ¢ multiplizieren v f flu,v)dpAd = { ul{u) u,v)dudv
i e’ w =1n(t), G = 1,dv = Gt \fN]ecr(m F%zchj Pa}arfnznes;err J(|z(1;> Id<ugelﬂéiche):
Lat z,y)dpA = u,v) - udv
6 Integralrechnung = [ 5= B ;
—t=u?®—1,dt = 2udu,u = 1+t
X =2 1. L 9udy 7.1 Versch. Jakobi-Det.
. =22
athfgak > (ar+1 — ax) - flax) _ 5 I vt e Kugelkoordinaten
= fﬁ_ﬁ Rsin @ cos ¥
=2In(u—1)—In(u+1) S
w1 Z=uz(p,9) = Rcospcos?
6.1 Regeln =2In({77) Rein v
TGt ) = [t [ f Riuicksubstitution: Rcos pcosd
o T )= [Ffi+ [ fo _ THi—1
21n(viitjii +c Ty = | —Rsinpcosd
e [af=aff :2111(\/%_@“) +C 0
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—Rsinpsind
Ty = | —Rcospsind
Rcosd

’|J| = |7, X ] :RQCosﬁ‘

e Zylinderkoordinaten

rcose sing 0
J=|—-rsinp cosyp 0

0 0 1

Jl=cos?2p+rsin?p=r
¥ P

7.2 Vektorfelder

Jedem Punkt wird ein Vektor angehangt. f (z,y,2)

Integral ,,uber ein Vektorfeld entland des Weges ~:

Q=

K y() ] - | o) ] dt
2(t)) \£(t)
———

M
(K -7) — Skalarprodukt

. P(x(t),y(t), 2(t)

K = Q(x(t),y(t),z(t)
R(z(t),y(t), 2()

7.3 Gradientenfeld

K=-Vf

$§EK=¢-Vf=0

= f(a)— f(b)=0,beia=10

7.4 Ebene: Green

f(% —*) dedy = ¢ (fdz+gdy)
s as
rot K = Qy — Py

7.5 Fluss in 2D

v

.CE
y
f? i ds = divK dA
N——"

B N
V- E=P,+Qy+R.
divKE =V-K =P, +Q, +r.

7.6 Fluss durch Fliache (3D)

f K= (fu, fo) dudv

(Fusto)
normale' T(Fur fo)]

1] = (fur fo)
JE 275 | (Fuo £2) ldudv

Gauss

[divFdV = § F-dA
14 ov

7.7 Stokes
des—frotK des
a8

[rot K { fu, fo) dudv
~——

Orietierung beachten!

)

Fluss durch Dreieck mit den Koordinaten
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1):

R, - Q. -
rot K = P,—R,| =1 2z
Qs — Ry z—1
1 -1 -1
g\, u) = (O) —&—A(l)—l—u(O)
0 0 1

-1 -1
(09
0 1
1
<g>\79u>: (1)
1

A4 p=1
c=1-A—pu
Yy=...
Z=U

s (—_Zgi:> (i) drdu
0 \z-1 1

1
—4 43X\ + dpdrdp = [ —
0

— 5,2 5,21 _ —5
Du+ =gt =5

8 Vektorrechnung

8.1 Kreuzprodukt

+ 302+ éfﬂ du

aq b1 a2b3 — b2a3
a9 X b2 = a3b1 — a163
as c3 arby — asby

8.2 Skalarprodukt

a1 b1 ay b1
ag | - | b2 | =( a2 ], (b
as C3 as C3

) > = a1by1 + agbs + aszbs

Analysis I & I1
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8.3 Norm
ai
as|| = /a2 + a2 + a3
as

8.4 Normalenvektor

2 Vektoren in einer Ebene: a, b

R=axb- =
|a@ x b
——

Normierung

8.5 Potentialfeld

Vist ein Potentialfeld < rot V=0

Potential: Vo =V

 ist ein Skalarfeld. Wenn dieses abgeleitet wird erhalt

man immer ein Vektorfeld. Aber: Nicht jedes Vektorfeld
hat ein Potentialfeld.

8.6 Linienintegral

8.7 Rotation

P R, — Q.
rot K=10t | Q| = P. — R,
R Q. — P,

8.8 Divergenz

8.9 Laplace-Operator
AEV-V
. (=) (F
AK = (5(2@ ' Q = xx+ny+Rzz
5° R

b2z

Analysis I & I1
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